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Introdugéo

Desde as antigas civilizacdes, o ser humano
sempre se preocupou com as incertezas do
futuro...

O homem teve a mnecessidade de criar
formas de protecdo contra os perigos para

a sua familia e para o seu Eatrimﬁnio.



Introducéo

(s hebreus:




Introdugéo

»Por volta de 1347, na cidade de Génova as
atividades de seguros comecam a  se
popularizar...

» “A polizza” “A promessa”
»Seguro de transporte maritimo.

> Primeiros estudos da matematica atuarial.

»No século XVI, diversas operacoes de seguros
na europeu enfrentaram crises

»Técnicas de gestao de risco intuitivas.

» Técnicas pouco elaboradas.



Introducéo

» Século XVII, a correspondéncia entre Pascal e Fermat contribuiu
decisivamente para a  sistematizacdo da  teoria  das
probabilidades.

» Edmond Halley criou uma das primeira
tabuas de mortalidade sobre principios
cientificos concretos (1693)




Introdugéo

» Século XX surge a teoria do risco coletivo.
» Modelo de Cramer —Lundberg.
» Ramo vida e ramo nfo vida...

» A  matemaéatica atuarial é um ramo da
intimamente ligada ao segmento de seguros...

» Avaliar riscos
» Avaliar sistemas de investimentos.
» Estabelecer politicas de investimentos.

» Estabelecer valor de prémios

Matematica

»>Seguro ligados & vida ( Calculo atuarial- Sinistros so

ocorrem uma vez)

»Seguro ligado & danos ( Teoria do risco - Sinistros podem

ocorrer varias vezes)



Introdugéo

"Pelo fato de o atudrio lidar com conceitos técnicos
diversos, como conceitos estatisticos, economicos e
financeiros, passou-se a usar o termo geral Ciéncias
atuariais para o ramo do conhecimento relacionado a

analise de risco e expectativas financeiras.”

BRITO, Irene; GONCALVES, Patricia; RAMOS,
Pedro Lima. O risco e a ruina na atividade
seguradora. Boletim da SPM, v. 75, p. 1-29, 2017.



Teoria do risco

»..reside em estabelecer um modelo de tarifacao
eficiente frente aos sinistros que chegam ao
segurador.

»...tem como objetivo principal estabelecer para o
“bem” sob analise um prémio justo para um dado
futuro mensuravel,...



Modelos de Risco

[) Qual é¢ a melhor estimativa do valor total das
indenizacoes a serem pagas?

IT) Qual o prémio que a seguradora deve cobrar para
cobrir os sinistros com uma dada margem de seguranca’

Dois padroes a serem seguidos!!



Conceitos Estatisticos

A teoria do risco é inerente & teoria
estatistica, portanto, a compreensdo de
determinados termos e conceitos estatisticos
assim como algumas propriedades, se faz
necessaria ou até mesmo fundamental.



Conceitos Estatisticos

» Conceitos Estatisticos
» Variavel Aleatoria e funcao de distribuicao
» Variavel aleatoéria Discreta
»Importantes modelos discretos
» Variavel aleatéria Continua
»Importantes modelos de continuos
» Variavel aleatoéria multidimensional
» Esperanca e Variancia de variaveis aleatorias.
» Esperanca sujeito a valor limite.
» Covariancia e Correlacao entre varidveis aleatorias.
» Desigualdade de Jensen

» Momentos ordinarios e funcdo Geradora de Momentos



» MODELOS DE RISCO
» Modelo de risco individual anual
> ...
» Modelo de risco coletivo anual
> ...
> CALCULO DE PREMIOS
» Seguro e utilidade
» Principios de calculos de prémios
» Propriedades desejaveis ao prémio
» Medida de Risco

» Processo Estocastico para frequéncia de sinistros e
sinistralidade

> ...
» Processo de ruina
¥ §
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Varidvel Aleatdria

A varidvel aleatéria pode ser entendida como uma
funcao X que associa a cada evento pertencente a uma
particao do espaco amostral (1 um nimero real.

X: Qo R

Uma funcdo que mapeia os resultados de um
experimento aleatério em valores numeéricos.



EXEMPLD I: Suponha o lancamento de 3 moedas,
com probabilidade de sair coroa igual a ¢
(sucesso) e 1—gq de sair cara (fracasso). A
variavel aleatoéria “NUmero de coroas”’” pode ser
caracterizada por:

Resp.

R=1{0123), RS R
R é a imagem de X ()



Moedal MoedaZ Moedad  N°de coroas Probabilidades
Cara Cara Cara I q°(1 — q)3 q°(1—q)°
Coroa Cara Cara ql(1 — q)?
Cara Coroa Cara qt(1 —q)* 3¢'(1 — q)°
Cara Cara Coroa ql(1 — q)?
Coroa Coroa Cara q*(1 — q)?
Coroa Cara Coroa / qg*(1—g)?! 3¢*(1 —q)*
Cara Coroa Coroa q%(1 — g)?
Coroa Coroa Coroa 3 q3(1—¢q)° q>

X (n°de coroas) P(X)
0 (1-9q)°
1 3q* (1 —q)*
2 3q°(1—q)*
3 q°




Varidveis aleatdrias Discretas

Assume somente um ntmero enumeravel™ de valores.
P(X = x) Funcéao de probabilidade (£p)

0<PX=x;)<1 para todo i.

gk

* Caso seja finito ou caso exista uma bijecdo entre ele e
o conjunto dos ntimeros naturais.



Variaveis aleatdrias Continuas

Corresponderem aos dados de medida, assumindo
valores em um intervalo de ntimeros reais

f(x) Fungéo de densidade (f.d.p)

f(x)=0 para qualquer valor de x

f_o:of(x)dx =1

P(a <X <b)

f bf (x)dx



Fungéo de distribuigdo acumulada

Funcao de distribuicao de probabilidade,
simplesmente funcao de distribuicao.

( Xk

fx(z)dz

zk: P(X = x;)

\ =0

Fy(x) = P(X < xp) = 1




Fungéo de distribuigdo acumulada
e lim Fy(x) = 0;

X——00

e lim Fy(x) =1,

X—00

» e x; < X5, entdn Fy(xq) < Fyx(x,), Fx(x) & uma
fungéo crescente de x,

o Py(x1 <X < x3) = Fx(xp) — Fx(xq).



Fungéo de distribuigdo acumulada

» (O conhecimento da funcado permite obter
diversas informacoes sobre a variavel.

» A composicao das funcoes de probabilidade
faz parte da modelagem tedérica das
realizacoes das variaveis aleatorias...



Fungéo Sobrevivéncia/ Excesso de Danos

Fy(x) = P(X > x) = 1 — Fx(x) = Sx(x)

e lim Fy(x)=1;

X——00

e limFy(x)=0;

X— 00

» Sex; > x,,entdn Fy(x;) > Fy(x,), & uma fungdo ndo crescente
de x;



EXEMPLD 2: Uma apolice de seguro cobre uma perda
aleatoria X, com um valor de franquia d, onde 0 < d <
1. A perda é modelada como uma varidvel aleatoéria
continua com densidade fy(x) =2x para 0<x < 1.
Sabe-se que a probabilidade da seguradora pagar uma
indenizacao menor que 0,5 é 64%. Calcule o valor da
franquia.

Solucédo



EXEMPLD 2: Uma apolice de seguro cobre uma perda
aleatoria X, com um valor de franquia d, onde 0 < d <
1. A perda é modelada como uma varidvel aleatoéria
continua com densidade fy(x) =2x para 0<x <1.
Sabe-se que a probabilidade da seguradora pagar uma
indenizacao menor que 0,5 é 64%. Calcule o valor da
franquia.

Solucédo

Y=X—-d
0,5+d

P(Y<05)=PX<05+d)=064= j 2xdx
0

(0,5 + d)? = 0,64
0,25+ d + d? = 0,64
d=103



» No exemplo 2 foi feita uma modificacdo na variavel aleatoria
X de forma a se obter a variavel aleatoria ¥ = Max(0; X —d) =
(X —d); em que d corresponde ao valor da franquia.

» A varidvel aleatoéria Y corresponde ao valor de excesso de dano
acima da franquia para todas as severidades ocorridas X.

» Situacao tedrica em que os segurados informariam ao segurador
todos os sinistros ocorridos, mesmo aqueles cujo valor ficou
abaixo da franquia dedutivel ( esses considerados pela
seguradora como de valor 0).

» O segurador trata os sinistros avisados com severidade abaixo
da franquia como sendo sinistros de valor O.



f(x), f(¥)

Funcoes densidade de X ede Y (Y = X —d)

comd=0.3

2.5

2,0 <

1.5

1,0

0,5

0,0

— fx(x) = 2x,

ex<l

fr)=2(y+03), -03<y<0,7

-0,4

=0,1 0,0

-0,2 0,1 0,2 0,5 0,8 0,9 1,0
) Suportede Y: —0,3< y < 0,7 0',7
0 Suportede X: 0<x<1 1



EXEMPLO 3 Entregar!!!

Considere a funcao de sobrevivéncia dada por:

_ 1 1
Fo(x) = 11573(115 — x)3; 0 < x < 115.

Calcule f(x). ENTREGAR



Varidveis aleatdrias multidimensionais

» Também conhecidas como vetores aleatérios, vetores

de variaveis aleatorias ou variavel aleatoria
multivariada... envolvem mais de uma variavel
aleatoria, ou seja, miultiplas observacdoes que estao
relacionadas entre si....

» Em esséncia, uma variadvel aleatéria multidimensional
¢ uma colecao de varidveis aleatdérias que sao

observadas simultaneamente.



Sempre que duas ou mais variaveis aleatoérias sao
levadas em conta, trés tipos de distribuicao de
probabilidade sao definidos.

A distribuicdo conjunta, descreve o comportamento
de todas elas simultaneamente.

A distribuicdo marginal, descreve o comportamento
de uma delas isoladamente, desconsiderando as demais.

A distribuicéo condicional, descreve 0
comportamento de uma variavel aleatéria isoladamente
dado que as outras assumem determinado valor.



Probabilidade condicional

Sejam X; e X, duas variaveis aleatérias discretas
definidas no mesmo espaco de probabilidade. Definimos
a funcao de probabilidade condicional de X; dado X,
por:

Py x, (%1, %2)
Py, (x2)

Py 1x, (x1]x2) =

onde Py x (x1,x;) é a funcdo de probabilidade conjunta
de Xl C Xz.



Probabilidade condicional

Sejam X; e X, duas varidveis aleatérias continuas
definidas no mesmo espaco de probabilidade.
Definimos a funcdo de densidade condicional de

X7 dado X,, por:

fx,,x, (X1, %2)
fX1|X2 (x1]x2) = 2 2(2 (xlz) :

Em que fy, x, (x1,%;) é a funcdo densidade conjunta de

Xie X; e fx,(x;) é funcdo densidade marginal de Xj.



EXEMPLO 4: Una apolice de seguro cobre uma perda aleatoria
X, com um valor de franquia d, onde a seguradora somente é
notificada pelo segurado quando a severidade do sinistro supera
a franquia dedutivel, ou seja, o valor das severidades conhecidas
pela seguradora é definida por Y, tal que:

Y =X —d)|(X > d)

Considerando que a perda é modelada como um variavel
aleatoria continua com densidade fy(x) =2x para 0<x <1 e
que d = 0,3, obtenha fy(y).

Solugéo



EXEMPLO 4-Sulugﬁn
Y=(X-d)|(X >d)

Partimos do modelo de distribuicao Fy(y). Assim:

Fp(y) =P <y)=PX—-d<yl|lX>d)

PX<y+dX>d Py+d>X>d
PX<y+dX>d) = K=Y ) _PU )

P(X > d) P(X > d)

Fx(y +d) — Fx(d)
Fx(d)

F(y) =

Consequentemente

foydBO) 1 [dRG+d) dR@]_ O+
h dy Fx(d) dy dy Fx(d)



EXEMPLO 4-Sulugﬁn

fxy+d) 2(y+d) 2(y+d)

Fr(3) = Fx(d) f;Zxdx - 1-d?

Logo

2y + 0,6
0,91

fr(y) = ,0<y <07



» No exemplo 4 foi feita uma modificacdo na variavel aleatoria
X de forma a se obter a varidvel aleatoria Y = (X — d)|(X > d)
em que d corresponde ao valor da franquia.

» A variavel aleatoéria Y corresponde ao valor de excesso de danos
ocorridos somente para os sinistros acima da franquia.

» A seguradora somente é notificada pelo segurado sobre os
sinistros que superam a franquia (d),

» Y é uma variavel aleatéria truncada, pois é obtida mediante
a operacao de restringir o dominio da variavel aleatoria original
e redimensionar adequadamente a probabilidade sobre o novo
dominio.

» Uma distribuicao truncada pode ser considerada como uma
distribuicdo condicionada a uma restricdo intervalar no
suporte da distribuicao.



J(x), fr(y)

2,5

2,0

1,5

1,0

0,5

0,0

Funcoes densidade de X e de Y

comd =03
— fx(x)=2x, 0<x<1 |
i _ 2(y+ad) B i
] fr(y) = -2’ O0<y<l d: fx(1) =2
(com d=0,3) |
|
1 2
E fr(1 =d) = fy(0,7) = T
T | .
|
i |
! |
| I
| I
4 |
|
|
|
|
|
|
|
‘ |
l I
I |
| |
i i
T - |l T é T T T T 4 T T
-0,2 -01 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0s7 0,8 0,9 1,0 |
|
d=03 X,y 0,7
° Suportede Y: 0<y<1-d=0,7 i
6 Suportede X: 0<x <1 E

Y=X-d)|(X>d) = Y>0
(a seguradora s6 observa perdas que excedem a franquia d)




» Os exemplos 2 e 4 sdo exemplos de modificacoes na
variavel aleatoria da severidade de sinistros no sentido
de introduzir o conceito de franquias dedutiveis,

» custo médio por exposicao ao risco

Y =Max(0;X—d) =X —d),;

» custo médio sabendo que ocorreu um sinistro
indenizavel.

Y =X —d)|(X > d)



Independéncia de varidveis aleatdrias

A independéncia é um requisito importante que
permite resolver, com rigor matematico e sem
aproximacoes, muitos problemas de interesse pratico.

Defini¢do: Duas variaveis aleatoérias, X e Y definidas no
mesmo espaco de probabilidade, sdo independentes se a
informacao sobre uma delas nao altera a probabilidade de
ocorréncia da outra.



Independéncia de varidveis aleatdrias

Para variaveis aleatorias discretas:

X,Y independentes <Py y(x,y) = Px(x)Py(y), V(x,y) € RZ.

Para variaveis aleatorias continuas:

X,Y independentes & fyy(x,y) = fx(x)fy(¥), V(x,y) € R



EXEMPLD a: Suponha que X e Y tenham distribuicéo
conjunta dada por a e b. Determine as distribuicoes
marginais e diga se X e Y sdo independentes.

a) fX,Y (x) Y) — 0100086(—0’02)6_0’043,)I(O,OO) (x)I(O,OO) (y)

b)




EXEMPLD 3: Suponha que X e Y tenham distribuicdo conjunta
dada por a e b. Determine as distribuicoes marginais e diga
se X e Y sdo independentes.

a)  fxy(x,y) =0,0008e002x=004Y)]  (3)(g00)(¥)

f()oo fX,Y(x; Y)dx = fy(y) — 0’048—0,0431
j fxy (o, y)dy = fx(x) = 0,02e7%0%
0

X\Y 0 1 2 PX=x
b) 0 1/8 0 0 1/8
1 0 3/8 0 3/8
2 0 0 3/8 3/8
3 1/8 0 O 1/8

P(Y=y) 2/8 3/8 3/8




Suponha que X e Y tenham distribuicao conjunta dada por a

e b. Determine as distribuicoes marginais e diga se X e Y sao
independentes.

a)  fxy(x,y) =0,0008e002x=004Y)]  (3)(g00)(¥)

co

| frGeoyddx = ) = 0,04e700%
0
rOO
J fxy(x,y)dy = fy(x) = 0,02e~%0%%
0
fxy(x,y) = fy(Wfx(x)
X\Y 0 1 2 PX=x)
b) 0 1/8 0 0 1/8
1 v gE b Pxy (2,2) # Px(2)Py(2)
2 0 0 3/8 3/8
3 v/er 04 a0 1/8

P(Y=y) 2/8 3/8 3/8




Fy, v, V1, ¥2)

02 Y1 Y2
5737, Fy. v, (4, v2) J_Oo _Oonl,YZ (y1, ¥2)dy,dy;
li[)noo FY1,Y2(:}’1»}’2) lim Fyl,yz(h;yZ)
& frov, W1 ¥2) e
Fy, (1) Fy, (v2)
f)ﬁ f( )d ip(y) iF( ) Y2
_oo 1 \WV1)AYV1 ayl 1 ayz Y2 f—oo fYZ (yZ)dyZ
/
f Y, (1)

j le,Yz (1, y2)dy;

fv, (y2)

j le,YZ V1, ¥2)dy;



lim Fy v, (y1,¥2)

02
dy,10y,

Fy, v, V1, ¥2)

| A =

Fy, ()’1)FY2 (v2)

Fy, ¥ i, ¥2)

[ Y2
7* le,YZ (1, y2)dy,dy;

2 le,Yz (yl’ yZ)
7~
Fy, (y1) fon O, 72 Fy,(y2)
J20 fi, € : e
“eo Oy e 5y, T 2 f, (42)dy,
fr, (1)

j le,Yz (1, y2)dy;

fYZ (y2)

j le,YZ V1, ¥2)dy;




Fy, v, V1, ¥2)

Frur, 0,72 = 0,004 (10 =y =y, +

V1Y2
10 )1[0,10] ()’1)1[0,10] (V2)

Fy, (1)

le (1)

Fy, (y2)

fYZ (y2)




10
fr,(y1) =J, 0,004 (10 — V1= Y2t yiﬁz) dy;

10

2 2
Y2 Y1Y2
le (y1) = 0,004 (10)’2 — YW 2l + 20 >

0

fr, (y1) = 0,004(50 — 5y,)

10

Y1Y2
fr, v2) = f 0,004 (10 —yi—y2t; )dy1
0
Vi VaVi .
21
fr,(y2) = 0,004 (10}71 - 71 —V1y2 T 50 )
0

fr, (¥2) = 0,004(50 — 5y, )



Fy, v, V1, ¥2)

Frur, 0,72 = 0,004 (10 =y =y, +

V1Y2
10 )1[0,10] ()’1)1[0,10] (V2)

Fy, (1)

y

Fy, (y2)

v

v

fr, ¥1) = 0,004(50 — 5y1)I[0,10)(¥1)

fr, ¥2) = 0,004(50 — 5y1)I[0,10](¥2)




Y1

Fy, () = le(u )du =
0

Fy, (y1) = 0,004(

Fy, (y1) =

Y1
j 0,004(50 — 5u) du
0

Y1

Su? y?
_ N —072 S
50u 2) 0, <y1 20
0
0,2 yl—y—lz 0<y; <10
) 20 —_—
L 1 y, > 10

Y2

Fy, (y2) = fyz(u )du =
0

Fy, (v2) =

Y2
J 0,004(50 — 5u) du
0

Vs
— S <
o,z(y2 20) 0<y, <10
\ 1 y, > 10



Fy, v, V1, ¥2)

VA

|

froy, 01, ¥2) = 0,004 (10 —Y1— Y2+ _) I10,1011) 110,101 (V2)

0 y1S0
yi
Fy, 1) = 02(3’1‘%) 0<y; =10
1 y, > 10

y

Y1Y2
10
0 Y2 =0
Vs
Fy, (y2) = OZ(y2 —2—0> 0<y, <10
1 ¥y, > 10
A

fr,y1) = 0,004(50 — 5y1)I[0,10)(¥1)

fr, ¥2) = 0,004(50 — 5y1)I[0,10](¥2)




Frov, 01y2) = 72 220,004 (10 — u — v +22) dudv

2 u=y,

jy10004(10 4—uv)d = 0,004( 10 “ 4—u2v
) ) u—v 10 u = u > uv 20

y2
= 0,004 <1Oy1 - 71

u=0

Y2

2 2.
0,004 <10y1 — y71 — Y1V + 3]21—()) dv

Fy v, V1, ¥2) = j
0

V=Y2

yi  yiv*  yiv?
2 40

FY1,Y2 (le yZ) — 07004 <10y1v — 711} o +

v=0

_|_

YiV: V1Vi | Vi3
2 2 40

Fy, v, (y1,¥2) = 0,004 (10)’13’2 —

—yw+ S



Fy, v, W1,¥2) =1

g

0 y1SO,y2S0

0,004<1Oy1y2 _yfzyz —ylzyzz +y£g22> 0<y, <10,0 <y, <10
yi
0,2 (yl —%> 0<y, £10,y, > 10
Y3
0,2 <y2 —%> 0 <y, <10,y; > 10

1 V1 > 10,y2 > 10



( 0
o <1Oy1y2 _ yfzyz _ ylzyzz N yigzz
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